7.5.4 Kruznice a pfimka

Piedpoklady: 7501,

Pedagogicka poznamka: Rychlost postupu v této hodiné velmi zavisi na tom, jakym
zpusobem studenti fesili kvadratické rovnice s parametrem. Pokud je viibec
nepocitali, nemd samostatné pocitani piikladu 4 viibec smysl. Nemd smysl ho
pocitat ani na tabuli, protoze vypocet stejn¢ nebude skoro nikdo schopen sledovat.
Pokud vSe pijde dobfe, mate Sanci obsah stihnout tak v 60 minutach.

Pr. 1:  SepiS vSechny mozné vzajemné polohy kruznice a piimky. Ke kazdému piipadu
nakresli obrazek. Co v kazdém ptipad¢ plati pro vzdalenost pfimky od stiedu

kruZnice?

1 Z obrazk je zfejmé, Ze existuji tii piipady vzdjemné polohy kruZnice a pfimky:

.
o

Pfimka se protind s kruznici ve dvou
riznych bodech.

Rikdme, Ze piimka je senou
kruZnice.

Vzdalenost pfimky od stiedu kruznice
Jje menSi neZ polomér kruZnice.

Pfimka se protind s kruZnici praveé

v jednom bodé.

Rikdme, Ze piimka je te¢nou kruZnice.
Vzdalenost pifimky od stiedu kruznice
je rovna poloméru kruZnice.

Pfimka se neprotina s kruZnici

v Zadném bodé.

Rikdme, Ze piimka je vné&jsi pfimkou
kruZnice.

Vzdalenost pfimky od stiedu kruznice
je vetsi nez polomér kruznice.



Pi.2:  Najdi prise¢iky kruZnice x* +y> —4x—2y =0 a ptimky x+3y =0. Jakd je jejich
vzdjemnd poloha? Ovéf, zda plati pravidlo pro vzdélenost pfimky od stfedu kruZnice
‘ napsané v predchazejicim piikladé.

. Hleddme priseéiky pfimky s kruznici = body, které vyhovuji obéma rovnicim = fe$ime
| X +y*—4x-2y=0
x+3y =0
Vyjadiime x+3y =0= x =-3y a dosadime do prvni rovnice.
x4y —dx=2y=(-3y) +y’ —4(-3y) -2y =0
9yt yt 12y =2y =0
1 10y2+10y=0
Y Hy=0
y(y+1)=0
% =0=x =3y, =0= R[0;0]
¥, =-1=x =3y, =3= B[3;-]]

| soustavu rovnic

= Dva priise¢iky = pifmka x+3y =0 je se¢nou kruznice x* +y* —4x—-2y=0.

Ov¢étime, zda plati pravidlo pro vzddlenost piimky od stfedu kruznice.
i Urcime polomér kruznice = potfebujeme stfedovou rovnici:
Xy —4x -2y =x" -2x242° =22 +yr =2y O+ 1P =
(-2 +(y-1) =50
(X—2)2 +(y—1)2 =5 = r:\/g
- Uréime vzdélenost stfedu kruZnice § [2;1] od piimky x+3y=0:

J= |ax+by+c| 3 |1E2+3El]+0| 5 D\/ﬁ _ V245

e+ e+ Voo 2

| 2 . N2 » y . . .
' Protoze - <1 plati i Tx/g <5 = vzddlenost piimky od stfedu kruZnice je mensi nez

' jeji polomér.

Pedagogicka poznamka: Nejvétsim problémem piedchoziho piikladu je vzorec pro
vzdélenost bodu od piimky. I kdyZ ho napiSete na tabuli, budou mit n¢kteti
obrovské problémy s dosazenim.

Dodatek: Ze existuji tii mozné vzdjemné polohy p¥imky a kruZnice je zfejmé i z pocetniho
feSeni. Po dosazeni z rovnice pfimky do rovnice kruZnice ziskdme kvadratickou
rovnici. Jeji feSeni miiZe skoncit tfemi riznymi zpisoby:

2. kotfeny = secna,
1. kofen = tecna,
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Pr.3: Uz ze zadani pfedchoziho piikladu je na prvni pohled zfejmé, Ze pfimka x+3y =0

m4 s kruznici x* + y> —4x -2y =0 nejméné jeden spole¢ny bod. Pro¢?

V obou rovnicich chybi absolutni ¢len (Clen bez x a bez y) = obéma rovnicim urcité
- vyhovuje bod [O; O] , ktery je jistym prusecikem kruznice s ptimkou.

P¥.4: Urdi vzdjemnou polohu kruznice x* +y> +6x—2y+2=0 apiimky x+y+c =0
v z4vislosti na hodnot€ parametru c. JeSté neZz zac¢nes piiklad feSit po€etné, nakresli si
nacrtek a co nejpiesnéji odhadni, jak bude pocetni feSeni piikladu vypadat.

Pfi zménach hodnoty parametru ¢ se pfimka pohybuje ve svislém sméru, jeji smer se neméni.

Pfi nizsich hodnotach parametru se ptfimka nachdzi nize, pti vysSich vyse.
Teckované ptimky jsou vnéjsi ptimky kruZnice, Carkované jsou jeji seCny a plné tecny.

hodnoty parametru c se blizi k nekone¢nu

A

s~

hodnoty parametru ¢ se blizi k minus nekone¢nu

Z obrézku vidime, Ze nastanou celkem tii ptipady (postupné od nejmensich hodnot
| parametru c):

e [l (—00;(:1) nebo cJ c2;00) - ptimka se s kruZnici neprotind, je jeji vn¢jsi ptimkou.

* c=c¢ nebo c=c, - pfimka je teCnou kruZnice.

re U (C1§Cz) - ptimka protind kruznici ve dvou bodech, je jeji secnou.
. Nynf fe$ime pfiklad pocetng.



- Hleddme priiseciky pifmky s kruznici = body, které vyhovuji obéma rovnicim = fesime
Xy +6x-2y+2=0
. x+y+c=0
- trochu komplikovat parametr.

+ Vyjadiime z druhé rovnice: x+y+c¢=0= y = —x—c¢ a dosadime do prvni rovnice:
Xy H6x-2y+2=x’ +(—)c—c)2 +6x—2(—x—c)+2 =0

X'+ xT+2xc+ct +6x+2x+2c+2=0

- 2x* +2xc+8x+c’ +2¢+2=0 = kvadratickd rovnice s parametrem.

pap—aac —(20+8)x[(2c+8) —4n2(fc> + 2 +2)

| soustavu rovnic = stejny postup jako v piikladé 2, jen to bude

Xip =
2a 202
_ De-8++/4c? +32¢ +64-8c2 —16¢—16 _ —2¢ —8+/16¢ +48 —4c>
P X T =
- 4 4
| 2c-8%2[-(c*~4c-12) —c-4x -(* —4c-12)
e = 4 - 2

- O existenci kofent rozhoduje znaménko vyrazu pod odmocninou = fe§ime nerovnici
- —(c? —4c-12)=~(c=6)(c+2) 2 0.

| ,,obrdcend* parabola, praseciky pro c =6 a ¢ =-2.

. Z obrazku je vidét, Ze mohou nastat tfi moZnosti:
1. cU (—2;6) = Diskriminant rovnice D = —(c2 —4c—- 12) >0.

' Rovnice pro nalezeni prisecikli kruZnice s pfimkou ma dva kofeny = kruZnice se protind
. s ptfimkou ve dvou bodech, ptimka je jeji secnou.

2. ¢ =-2 nebo ¢ =6 = Diskriminant rovnice D = —(c2 —4c— 12) =0.

Rovnice pro nalezeni priseciki kruZnice s pfimkou mé jeden kofen = kruZnice se protina
1 s ptimkou v jednom bodé¢, pfimka je jeji teCnou.

- Te¢né body miizeme spocitat:

E —6-4+

e =6 x, =%=—5 = y=—x—c=—(—5)—6=—1 = Tl[—5;—1]
—(-2)-4%0
o 2

3. cd (—00;—2) O (6;00) = Diskriminant rovnice D = —(c2 —4c—12) <0.

- Rovnice pro nalezen{ priise¢ikii kruZnice s pfimkou nema zadny kofen = kruZnice se

VVVVVV

« =2 x,= =1 = y:—x—c:—(—l)—(—2)23 = Tz[—1;3]

Pedagogicka poznamka: Zadani piikladu bylo imysIn€ zvoleno tak, aby nepfinaselo pocetni
komplikace. Je nutné piiklad kontrolovat v nékolika krocich (po rozboru, po
vypoctu rovnice az k ziskdni diskriminantu, po vyfeSeni kvadratické rovnice a



zaveér). Zejména dopocitavani te¢nym bodl (pouZiti spravné hodnoty parametru c)
vyzaduje dobrou orientaci v piikladu.

Pedagogicka poznamka: Neni redlné ocekavat, Ze by vétSina studentl byla schopna bez
chyby dopocitat priklad (pokud nepocitali samostatn€ rovnice s parametrem, je to

YV _ s

podle m¢ naprosto vyloucené). Kviili pribézné kontrole je potieba, aby studenti
v lavicich provedli stejné dosazeni jako je v uCebnici y =—x—c, 1 kdyZ je
samoziejmé jedno, jestli dosadi takto nebo obracené¢ x =-y—c.

H Pi.5: Predchozi piiklad je po provedeni rozboru mozné vyfiesit i podstatné jednoduseji.
‘ Najdi tento zptisob feseni.

1 Z obrazku vidime, Ze nastanou celkem tfi ptipady (postupné od nejmensSich hodnot
| parametru c:
e O (—00;01) nebo cJ (02;00) - pfimka se s kruZnici neprotind, je jeji vn¢jsi ptimkou.
s c=c, nebo c=c, - pifmka je te¢nou kruZnice.
e O (cl;cz) - ptimka protind kruznici ve dvou bodech, je jeji secnou.
- Staci, pokud najdeme hodnoty ¢, a ¢, = hleddme hodnoty parametru v obecné rovnici
piimky, pro které je vzddlenost piimky od stfedu kruZnice stejnd jako polomér kruznice.
' Musime najit stfedovou rovnici kruznice: x* + y* +6x—-2y+2=0.
XY H6x-2y+2=x"+2GB+3 -3 +y  -2yd+1I" -1’ +2 =
=(x+3)" -9+ (y-1)"-1+2=0
C(x+3) +(y-1) =8 = S[-31], r=2V2
Hleddme pfimky ve tvaru x+ y+c¢ =0, které jsou od bodu S [—3;1] vzdéaleny r = 22
ax+by+c 1(-3)+10+c¢
| yre_ ‘ (-3) ‘ 22

Ja* +b? V2 +12

Dosadime do vzorce pro vzdéalenost bodu od piimky:

§|—3+1+c
1 =242 /W2
N R SR E

' |c=2|=4 = Hleddme &isla vzddlend od &isla2 04 = ¢, =6, ¢, =-2.

' Déle uz stejné jako v predchozim piikladu.

Pr. 6: (BONUS a navic trochu zavadéjici) Obrazek v rozboru je nakreslen pfesné podle
skutenych soufadnic zadané kruZnice a piimky. Z obrazku je vidét, Ze tecny
kruZnice je mozné napsat ve smérnicovém tvaru jako y =x+2 a y =x—6. Hodnoty
absolutnich ¢lentl jsou pak opacné nez ty, které vysly v ptedchozim ptikladu.
Vysvétli rozpor.

+ Jde o primitivni chytak.

- Pifmka byla v pfedchozim piikladu zad4na ve tvaru x+y+c =0.

' Po upraveé do smérnicového tvaru ziskdme rovnici: y = —x —c, kde je znaménko absolutniho
" &lenu samozfejm¢ opacné neZ v ptivodni rovnici.



Pf.7: Najdi kruZnici se stiedem v bod¢ S [2; —1] , kterd na pfimce p:x—2y+1=0 vytkne
tétivu o délce 44/5 .

. Musime urcit pouze polomér kruznice. Nakreslime obrazek situace:

o
P

2
E"

. Kolmice na se¢nu prochdzejici stfedem kruZnice rozd¢€li tétivu na dvé stejné poloviny.
- Ziskdme tak pravothly trojihelnik SPP,. Potfebujeme urcit pfeponu |SP2

, kterd je zaroven
pollomérem kruznice. Zbyvajici dv¢ strany zname:

-+ Velikost strany |P1°2| je rovna polovin¢ délky tétivy = ze zadani |PPz| =2.5.

* Velikost strany |SP| je rovna vzdélenosti pfimky p:x—2y+1=0 od stfedu kruznice
' -2+ 5

Vypocteme pieponu: |SI’2|2 =|P132|2 +|SP|2.
[se)=PrF +Isef = [(245) +(V5) =25 =3

Podminky zad4n{ spliiuje kruznice k ([2; -] ;5) se stiedovou rovnicf (x - 2)2 +(y+ 1)2 =25.

S[2-1] = |sP| NER

Pr.8: Urci vzdjemnou polohu kruZnic k, ([—5; —3] ;5) ak, ([1; —1] ;\/g ) . Pokud maji

kruznice néjaké praseciky, urci jejich soutadnice.

- Vzdjemnd poloha kruZnic zédvisi na vzdalenosti jejich stiedil a jejich polomérech.
A E \/(—5 —1)" +(-3-(-1))" =v40 =210 2 6,32

L ntrn =5+ J5 27,24 = Vzdilenost mezi sttedy je mensi nez soucet polomérti obou kruzZnic

= kruznice se musi protinat ve dvou bodech.
' Praseciky zjistime jako body, které vyhovuji rovnicim obou kruznic:
ki (x+5) +(y+3)" =25
k, :(x—l)2 +(y+1)2 =5
X2 +10x+25+y>+6y+9=25
X =2x+1+y*+2y+1=5

x4+ y*+10x+6y=-9
X +y?-2x+2y=3

: X+ y*+10x+6y=-9
17121 12x+4y=-12 /:4




X+ y*+10x+6y=-9
3x+y=-3=y=-3x-3

P4y +10x+6y = X +(-3x=3)° +10x+6(-3x-3) =9

X 4+9x +18x+9+10x—18x—18= -9

C10x* +10x=0

x(x+1)=0

% =0=y =-3-3x=-3-30=-3 = B[0;-3]
x,=-1=y,=-3-3x =-3-30-1)=0 = B[-1;0]

Zadané kruznice se protinaji ve dvou bodech Pl[O; —3] a 1”2[—1;0].

Pr.9: Petakova:
strana 129/cviceni 82 b)
strana 129/cviceni 84 a)
strana 130/cvicCeni 85
strana 130/cviceni 86

Shrnuti: Priseciky kruznic s jinymi dtvary se hledaji stejné jako priseciky piimek feSenim
soustav rovnic.



